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1 IIpoJgor

V osom paxy hemo panehn yryTap reopuje ZF~ — Inf' yBecTn ocHOBHe MOjMOBe W J0Ka3aTH eJeMEHTapHA
tBphema y Be3u ca opauHannma. OBo je moryhe yununT 'y ciabujoj reopuju (Bumern Ha npuMep [1]), aan
HaM TO OBJe HHUje on 3HaYaja. HaBoammo Hajupe Heke MOMONHE MOjMOBE W HEKA IbHUXOBA CBOjCTBA.

Hedbununmja 1.1 Ckyn je mpaH3umueaH ako je C6aKU He2068 eAeMeHT YjedHO U He208 ToICKYN.
Hedbunnnuja 1.2 S(z) =z U {x}.

Jacuo je na Baxku S(z) = S(y) = = = y. Caenehu cras ce nokasyje HEIOCPeTHO.
Cras 1.1

1. Axo cy eaemenmu cxyna X # 0 mpansumuenu cxynosu, onda cy u |J X u (| X mpansumuenu.

2. Axo je x mpansumusan, onda je u S(x) mpansumusan.
Hedununuja 1.3 Iapyujasro ypeherwe R cxyna A je dobpo axo ceaxu nenpazan nodckyn ckyna A cadpoicu
R-munumym.

Csako 106po ypebeme je JinHeapHo: eJIeMeHTd & U y Cy yuopeausu jep {z,y} caapKu HAJMAbU €JIEMEHT.
Jacuo je ma je ypebeme uzomopduo nobpom ypehemy Takohe mo6po.
2  Opamaann

Hedununuja 2.1 Opdunan je mpanszumusan ckyn dobpo ypehen pesavujom €. Kaaca ceur opdunanra ce
o3navasa ca ON.

Ba o3HavaBame OpAMHAIA ce yobudajeHo Kopucre Mmaja rpuka caosa (a, B, v, 8, (, n, £...). Y oBom
cMucay, pedenuna obsuka Vo ¢(«) uma 3unaueme Va(x € ON = ¢(z)), u caudno.

CraB 2.1 3a ceaxu opdunan o 8axcu a & .

Joka3. Ako 6u 6uno a € «, oHga 6u o OUO eJIeMeHT OPJMHAJIA KOjU je MAambU OJl caMor cebe y pesanuju
mopeTka €, mTo Huje moryfie. U

Cras 2.2 (Csaxu eaemenm opdunana je opdunan. Jpyeum pevuma, xaaca ON je mpansumuena.

Joxkas. Heka je o maru opaunan u x € «. W3 tpam3utuBHOCTH (v coenm 1a je x C «, ma je x 700po ypehen
penanmjom €. okarkumo jorr ga je x Tpan3utuBan. Heka je y € x nmpousBospan. Taza je y € «, ma 3a cBaKko
ZzE€yBaxu z € uz €y E x, 0Jakie je z € x jep je € noperak Ha «. Hakie, y C x. O

Y npeaxonaom TBphemy cmo mokazamm g3 o € ON = a C ON. O6parHO BaxKu y3 J0JATHU YCJIOB 4 je
a rpansutuBad. OBo hemo mokasaTtu y crasy 2.6.

CraB 2.3 3a opdunase o u B je a« C B akko o € B uau o = [3.

Hoxka3z. Ummukanuja (<) ciaequ u3 rpansuruBHocTd opaunana. Jlokaxkumo (=). IIpermnocraBumo zaa je
a # B. Taga je B\ a # 0, na canpxu €-muanmym v. Cana ako z € v, Baxku z € § (jepy € B uz € B\ «
(jep je v €-munuManan), ma je x € a, 1j. v C a. C mpyre cTpane, akO T € «, OHIA j€ TIO TPETIOCTABIN
x € B, na cy x uy €-ynopeausu. Ako 6u 6usio v € x wim vy = x, oHIa 6u Baxkujo v € « (jep x € ), wWTo je
HeTadHO 10 Aedunuujn v. 3ak/pydyjemo na je z € v. Caza umamo u o C «y, ma je a = € 3. d

1OBa Teopuja ce cacToju 01 AKCHOMa MPA3HOT CKYTa, EKCTEH3MOHAJHOCTH, Napa, yHUje, TAPTHTHEHOT CKYTIA H CXeMa Cera-
panuje U 3aMeHe; JaKJe, o1 ZF akcmoma HHUCY yKJbydeHe CaMO aKCHOMe OECKOHAYHOCTH M J00pe 3aCHOBAHOCTH.



Teopema 2.4 Kaaca ON je dobpo ypehena peaayujom €. JIpyzum pewuma, 6axHcu:
1. € je upedaercusna na opdunasuma, mj. Vo(a € a);
2. € je mpansumuena na opdunasuma, mj. Yafy(a € BAL Evy = a €7);

3. ceaxu nenpasan nodckyn xaace ON cadporcu €-murnumym.

oxkas.
1. Cnenu u3 crasa 2.1.
2. Cmenn W3 TPAH3UTUBHOCTH OPANHAJIA.

3. Ako je x C ON mHenmpasaH CKyI, HEKa je « € x IpousBo/bHO. AKO je a Nz = (), oHIa je o = ming x;
MHa4e Mine x = ming, ¢y (N ).

O

Kana paaumo ca opamHanmmMma, yMecro € KOPUCTHMO W O3HaKy <. Hboj omrosapajyha penammja < je C
(cras 2.3).

CraB 2.5 ON je npasa kaaca, mj. He nocmoju ckyn ceuxr opouraa.

Hoxka3s. [Ipermocrasumo ga je ON ckyn. Taza je zwa ocroBy craBa 2.2 u teopeme 2.4 ON opaunan. Caza je
ON € ON, mTo je y KOHTPaIUKIHju ca cTaBom 2.1. O

CraB 2.6 Tpanzumusar cxyn opounara je opouHan.

Hoxkaz. Ckyn x C ON je mobpo ypehen penamujom € ma 0cHOBY Teopeme 2.4, mma axo je joIn u TpaH3UTHUBAH,
OH je 1o JedUHUNN]H OPIAWHAI. O

Cras 2.7
1. Axo je X cxyn opdunasa, onda je | J X opdunan u eaorcu | J X = sup X.

2. Axo je X menpasna xaaca opdunana, onda je (| X opdunas u easrcu [ X = min X.

oxkas.

1. U X je moackyn knace ON, koju je Tpan3uruBad Ha ocHOBY crasa 1.1, na je on opauHas Ha ocHOBY 2.6.
Baa € X jea CUX, maje |JX majopanta 3a X. C apyre crpane, ako je 8 majopanTta ckyma X,
onza je B2 ¢zacee{ € X, naje S 2 Uy =UX. OBum je nokazano aa je | JX = sup X.

2. X je ckyn opauHaia Koju je TpaHsuTuBaH npema craBy 1.1, na je ou opauuan. Ocrarak cieam ako
nokaxkemo jga X uma muaumym. Heka je a € X mpoussosban. Ako je aNX mpasan, oHA je & TPasKeHn
mutnumyM. Wuade, rpaxkenu munumym je min(a N X), koju mocroju Ha ocHOBY Teopeme 2.4.

O

ITocnenuua npeaxommor crasa je caexeha Teopema KoOja NMPEACTaB/ba 3HYAJHY TEXHHKY 33 JIOKA3UBAE
TBphema 3a opauHase. OHA ce 0OMYHO HABWBA MPAHCHUHUMHG UHOYKUUIA.

Teopema 2.8 Csakxa nenpasua nomxsaca xaace ON uma najmareu esemenm.

Oso TBpljeme ce Mmoxke dhopmymucaT 'y ciaegehiem o6auKy. Ao je P ¢BOjCTBO KOje MOTY UMATH OPINHAN
1 aKO BaKu
(V€ < a)P(§) = P(a)
3a cBe «, oHJa P Baxku 3a ce opamuase. OBo Baxku jep 6m muHnMyM kiace {« € ON : = P(«a)} ounrsenHo
JTIOBEO 710 KOHTPAWKITHje, TIa, IO TPEIXOIHO] TEOPEMHU Ta Kjaca MOpa OWTH Tpa3Ha.



Cras 2.9 Axo je o opdunas, onda je u S(a) opdunas. Bascu a < S(a) uVy[y < a e v < S(a)].

Hoxka3z. S(a) je rpansurusan npema craBy 1.1 u Baxu S(a) C ON, na je on opaunan. Ocrarak cieau
HEIOCPE/THO. O

S(«) je caedbernur opaunana . CBe HeHyJIa OpIUHAJIE JAEJIMMO HA OHE KOjU Cy CJIEJAOCHUIM HEKOT OPIUHAJIA
W Ha OHE KOjU TO HUCY.

Hedbunnunuja 2.2
1. Opdunas o je caedbenur axo je o = S(B) 3a nexo S.
2. Opdunan je epanuMHY aKO HUje HYAa U HUuje caedbeHuk.

3. Opdunan a je npupodan 6poj axo cy ceu B < & HYAQ UM CACODEHUE.

0 = 0 je majmawu opamuan u npupogan 6poj. 1 = S(0) = {0}, 2 =5(1) = {0,1}, 3 =5(2) ={0,1,2} cy
npuposuu 6pojesBu u camum tuM caegdenuny. Ilocrojarme rpaHUYHOr OPAMHAJA € eKBUBAJIEHTHO aKCHOMU
6eCKOHAYHOCTH.

Hedbunnnuja 2.3 w = {n : n je npupodan 6poj}

Kao y npenxonnoj neduHuImju, 3a 03HadaBame MPUPOIHIX OPOjeBa 0OMIHO KOPUCTUMO MAJA TATHHAYIHA
cimoBa m, n, p... Kiaca w cBuX mpupoaHux OpojeBa MoxKe OuTH mpaBa kKiaca. Kacauje hemo mokasaru ga je
TBphEme 1a je w CKyIl eKBUBATEHTHO AKCHOMH OECKOHAYHOCTH.

Cras 2.10 Axo je n npupodan 6poj, onda je u S(n) npupodan 6poj u céu o < n cy NPupoonyu 6pojesu.

Hoxkas. 3a cse 8 < S(n) je 8 < nwum 8= S(n). Homro je n npupogan 6poj, oBakas [ Mopa GuTu Hysa
uin caendenuk. Ako je a < m, oHza 3a cBe § < v Baxku 5 < n, a OBaKaB [3 MOpa OUTH HyJIa UK CJIEIOCHUK
jepjen € w. O

Teopema 2.11 Cedehu uckasu cy ex6u6aLEHTHU.
1. ITocmoju 2paruuHy 0POUHGN.
2. w je ckyn.

dokas.

(1 = 2) Heka je A najmamwu rpanudnu opaunas. Taja cy CBU OpAMHAIM Matbu O A upupoiuu O6pojesu (jep
UCTIOZ, A\ HEMa IPAHUYHUX OPJWHAJ), a HUjeJaH mpupogaHn 6poj me moxke Outu Behim om A (jep je A
rpaHUYaH), 1a je A = w.

(2=1) Ako je w CKym OHZIA je, MpeMa NPeIXOIHOM CTaBY, OH TDAH3UTHBAH CKYT OPJIMHAJIA, T1a j& U CAM OPJHUAJ.
w>0wn S(n) <ws3saceen < w (IPeIXOAHN CTaB), 1A je w IPAHWIHA OP/IHHAIL.

O

Jlakse, TBpheme 1a je w CKyII je eKBUBAJEHTHO aKCHOMHU OeCKOHAYIHOCTH. V3 J0Ka3a ImpeaxoaHe Teopeme
HEIOCPEIHO cyeau cienehe TBpheme.

Teopema 2.12 Axo 6asicu axcuoma 6eCKOHAUWHOCTNU, W je HAJMAUY 2PAHUNHY OPOUHAN.

Kacuuje hemo nmokasaru jga u3 akcuome OECKOHAYHOCTH CJEIW 114 32 CBAKU OPAWHAJ MOCTOju Behu rpa-
HUYIHA OopuHAT (Teopema 4.5).



Cras 2.13
1. a=8(B) axro B je €-maxcumaran y .
2. Ba cadbenux o sascu o = S(|J ).
3. 3a epanuvnu a sascu o = |J o
4. 3a cee a sasrcu | Ja < a < S(Ja).
okas.
1. Henocpenno ce nposepasa.
2. Ako je a = S(8), onma uz 1. cnequ |Ja =supa = .

3. Ako je o rpanmyan, ouga u3 1. ciaeam ga 3a cBako 5 < «, mocToju v < « 3a koje Baxku 5 < . Caza je
jacuo na je a = Ja.

4. Cnenyu u3 2. u 3.
O

Ilajemo cemenehy dbopmyramujy Meroga WHIYKIFje KOja ce BPJIO Y4ecTO KOpucrtu y mpakcu. Heka je P
CBOjCTBO KOje MOT'y UMATH OPJIUHAIN. AKO BayKu:

1. P(0);

2. P(a) = P(S(a));

3. (V8 <~v)P(B) = P(v) 3a rpanuune ~;

oHza je P(a) 3a cBe opauHale a.

3 ob6pa ypebhema

V oBoM ogesbKy hemo mokasaru 1a je CBako J00po ypeheme m3oMopdHO TAYHO jeTHOM opauHaLy. JIpyrum
peunMa, OpAMHAINMA, je oapeheHa KaHOHCKA pemnpe3eHTanuja 100pux ypehema.

CrasB 3.1 Axo je f: a — 8 usomoppusam ypehera (o, <) u (B, <), onda je f udenmuuro npecauxasarse u

a=p.

Hoka3s. JosomHo je mokaszaru na je f = id,. IIpermocrasumo cymporro. Tana je {& < a : f(&) # &} # 0.
Heka je v weros munumym. Tama f(§) = £ 3a cBe £ < v, ma je f(y) > 7. Cama je 3a meko § < «
f(0) = v < f(v), omakne ciemn ma je & < v, ma je f(§) = §, mTO je KOHTPAAMKIHja jep je JieBa cTpaHa
jemHaxa 7y, a JeCHa CTPOTO Mamba Of . O

Hakse, m3oMopdHU OPIUHATIN Cy jeHAKY, & je[IUHU ayToOMOPdU3aM HEKOr OPAMHAJNA jeé UICHTUIKO Mpec-
nmKaBame. Ha coHoBy oBora cieau u ga je n3omopdusam n3oMopdHuX 100pux ypehema jenHcTBeH.

Teopema 3.2 3a csaxo dobpo ypehere (A, R) nocmoju jeduncmeenu opdunans o maxas ca je (A, R) = (a, <).

dokas. JeanHCTBEHOCT CJIeay HA OCHOBY TpexonHor craBa. Heka je a = {x € A : zRa}. Tanaje a | 106po
ypeben penanujom R. Heka je B ckyn cBux a € A TakBux za je {(a |, R) nuzomopdno HekoM (jeauHCTBEHOM )
opuunaiy &,. Tana je a = {£, : a € B} TpaH3uTuBaH CKyll OpAUHAJIA, 11a je U caM opAuHai. Ako 6u Guio
A\ B # 0, Mmuaumy™m m OBOI' cKyla 0u 3am0BosbaBao m = B, na 6u Baxuno (m |, R) = (a, <), 01HOCHO
m € B, miro je kourpamukimja. dakne, A = B u (A, R) = (o, <). O



Heduunnuja 3.1 Jeduncmeen opounan uzomopdan dobpom ypehery (A, R) nasuea ce munom moz ypeherva
u o3navasa ce ca type(A, R) uau type(A).

Cras 3.3 Axo je A dobpo ypehen peaayujom R u X C A, onda je u X dobpo ypehen peaayujom R u eascu
type(X) < type(A).

Hoxka3s. JlosomHo je nokazaru tBpheme 3a A = a € ON u R =€. Jacno je na R no6po ypehyje X. Heka
je f: X — B uzomopdusam ypehema. Ilpermocrasumo f(£) > & 3a Heko & € X. Heka je £ HajMambu TAKBO.
Taza je 3a cee n < & 3amoBosbeno f(n) < n <& < f(£), omnocuo € € B\ f[X], wro je kourpasukuuja. dakie,
Baxku f(£) < & 3acee £ € X. Caza je jacHo na je f < a. O

4 OpanHaJIHA apUTMETHKA

3a gBa opmuHana « u § ckynosu {0} x aU{1} X 8 u 8 X a ¢y mo6po ypehern mekcukorpadcKuM mOPETKOM.
Jlame, neka je F(«a,3) ckyn ceux npecimkasama f : 3 — « 3a xoja je ckyn {€ < B : f(£) # 0} xonauan®.
Heka je f<g3a f,g € F(a, ) ako je f(§) < g(§) 3a najsehin £ < 8 3a koju je f(§) # g(§). Jlako ce nokasyje
Ja je < nobpo ypehemwe ckyna F(«, 8). Cama moxkemo ja gedunUImemMo onepaiuje OpAuHaIHe apuTMETHKE.

HMedbununuja 4.1
1. a+ B =type({0} x a U {1} x B);
2. a-f =type(f x a);
3. o = type(F(a, B),<).

Creneha Teopama omucyje KakO ce OBE pejalifje padyHajy PEKYyP3WBHO. ¥ OBOM paJy HHUCMO JIOKA3UBAJIN
Teopemy O pekyp3uju 3a kiacy ON, anm kaza je oHa mOKa3aHa, HAPETHO TBPhEmE MOXKEe I MOCTIYKH Kao
neduHEIja OpAUHATHUX omepanuja. Takohe, peKyp3uBHA KapaKTepHU3alldja Omepaluja HaM oMoryhasa ma
TBphera o mUMa JaKIe J0Ka3yjeMo WHIYKIINjOM.

Teopema 4.1
Lat0=a; a+8(8)=5a+p); a+ty=Us., atpB (sazparunan 7).
2.a-0=0; a-SPB)=a-F+q oz-’yzUBQ/oz-ﬁ(saepanuuanfy).

3.a°=1; o =0 a; o=y, " (sa epanunan v).

Hoxkas. lokazahemo camo 1. jep ce ocramu candHo M0Ka3dyjy. « + 0 = « je jacno. Heka je f: {0} x oo U
{1} x 8 — a + 8 usomopduszam. Taza je ca

o fEE), (=0ANE<a)V(i=1NE<P)
9(”5)_{ a+ B, i=1NE=p

nedunncan mompduzam g : {0} x aU{1} x S(8) — S(a+ ), mro 3naun na je a+ S(8) = S(a+ ). Ako je
v rpamngan u fg: {0} x aU{l} x 8 — o+ usomopduzam 3a 5 < v, ouga je fg, | ({0} x aU{1} x 81) = fa,
3a B < P2 <. Camajeca f= UB<7 fs xopexTHO medunucan mzompduzam m3mehy {0} x a U {1} x v u
U5<7a+ﬂ,O,ZLHOCHOCU—F’}/:UB<,YOZ+B. O

Crenpjasno u3 npeaxonHe Teopeme ciean aaje a+1 = S(a),a-1=amn a! = . Tauxa 3. y OpeaxoqHOj
TeopeMnu BaxK® ako je o # 0. Umaue je 00 = 1, a 0° = 0 3a § > 0; npeaxoiHn peKyp3uBH padyH OU a0
0 =13a =0 upf epanuuan, a 0° = 0 y nporusHOM.

2Ckym x je KOHaYaH aKko TOCTOju TpUpPoAaK 6poj n u Bujexnuja f : © — n. Morke ce TOKA3aTH 12 je OPHHAM KOHAUAH aKKO je
npuponal 6poj. Konaunomthy ce oje HeheMo JerasbHEje GaBUTH, aJii IPETIIOCTAB/HAMO OCHOBHE OCOMHE Kao Io3HaTe. Buneru
jour u emmJior.



CraB 4.2 Hexa cy a u fB; (i € I #0) opounanu. Tada easrcu:

U(a—kﬁi) =a+ U/Bi’ U(owﬁi) =a- U/Bi’ U(aﬁi) = qUier Bi

i€l iel el iel iel

Hoxka3s. JJokaykmMo caMo IPBY jeIHAKOCT, ocTase ce noKadyjy camano. Heka mocroju 3;, Mmakcumanan Mehy
Bi. Tana je a + B;, mackumanau mehy opauHanmuma « + [; U Baxu

Ue+8)=a+8, =a+ s

iel icl
Y mporuBHOM, aKO MeDy [; HeMa MAKCHMAJIHOT, UieI (B; je TpaHWYAH W BaXKU
a+Usi= U @+ =J+8)
i€l E<U;er Bi i€l

Hocnenma jemqpakoct crneam u3 wumennne 1a je & < (J;c; fi akko je & < f3; 3a meko ¢ € I, Kao n CBOjCTBa
MOHOTOHOCTH CabHpama Mo APYyroM cabupKy, Koje HeImoCpeaHo Caean u3 meduHuImje. O

IIpenxomuu cTaB roBOpU O HENPeKUIHOCTU OPAUHAIHUX OMEPAINja Mo Apyroj mpomerspuBoj. Onepariuje
HuCy® HempeKkwmIHe TI0 TPBOj MPOMEHJLIBO], TITO MOoKa3yjy ciegehn mpuvepH:

U7L<w (n + 2) = w < w+2 = (Un<w n) +2;
Un<w(n : 2) = w < w2 = ( h<w n) . 2;
Un<w (n2) = w < w2 = (Un<w n)2_

Crenehu cras roopu o Behi kKopuiheHoj MOHOTOHOCTH apUTMETHIKHUX OMepaliyja mo APyroj MpoOMeHbUBOj U
JI0Ka3yje ce HemocpeaHo u3 aepuHUInje.

Cras 4.3
1. 1 < Bo=a+ b1 < a+ Ps;
2. 010 <fBohNa>0=a- b1 <a- [

3. B <Baha>1=a <a.

Kana je y nuramy MOHOTOHOCT ITO IIPBOj IIPOMEH/bUBOj Bazku ciemehm, Hemro cimabuju, cTas.
CraB 4.4

I.ag<p=>0+ 5 <o+ f;

2. 00 <ag=> a1 <oz B

3. algagéafgag.

Hokas. Tepheme caean vernocpeano u3 nedburnnumje. Ha npumep, y npsom ciay4ajy je {0} x ay U{1} x 8 C
{0} x as U {1} x B, omakse caemu onropapajyha HejesTHaKOCT. O

IMpumep a1 = 2 < 3 = ap U f = w TMOKa3yje ja OBJe He BaXKHU CTPOra MOHOTOHOCT:

w=24w=34+w=2-w=3 w=2"=3".

SKoHTpa-TIpHMepH y OBOM OJeJbKY HOJpasyMeBajy aKCHOMY GeCKOHAYHOCTH. AKO w HE TOCTOjH, CBU OPAHHAIM Cy TPUDPOHH
Opojesu u onrosapajyha rephema Baxe.



Teopema 4.5 Axo sasicu axcuoma beckonaunocmu, 2panunhy opdunaau cy xopunaanu y ON, mj. 3a cearo
Q Nocmoju 2paruHy opdurnan eefiu 0d .

Hoxka3s. Ha ocroBy craBoBa 4.2 n 4.3 o + w je rpannvnan opauHaa Behu o a. U

HaBe,ZLI/IMO CaJla OCHOBHa aﬂre6apCKa CBOjCTBa APUTMETUIKHUX onepauﬂja.
Cras 4.6
1L (a+B)+y=a+B+7); (a-B)y=a (B-7);
ca-(BHy)=a-Bra-y;

3 aﬁ+7 = aﬂ . a'Y; a/@")’ — (O[B)’Y,

.a-0=0-a=0 a-l=1-a=aqa

.al=1; al=a; a>0=0"=0; 1*=1,;

2
3
4. a+0=0+a=0a; a+1=5();
5
6 ;
7. a+B=a+v=>pF=v a-f=a-yAa>0=F=1.

Hoxkas. Tauxe 4, 5. u 6. ciemne menocpenno u3 aedunummje, a 7. u3 crasa 4.3. Jokaszahemo Ttauky 2, Tadxe
1. u 3. ce mokasyjy cimuno. @urcupajmo « u 3. TsBphewe TpuBmjasno Baxku 3a o = 0, TAKO 18 MOXKEMO
npernoctaButu Aa je a > 0. Jloka3 m3BOAUMO WHAYKIIAjOM TIO 7.

e 3a v = 0 tBpljeme TPpUBHUjATHO BAKH.

e IIpermocraBnmo na TBpheme Baxky 3a v U gokaxkumo ra 3a S(vy). Ha ocHoBy Teopeme 4.1, nHIyKTHBHE
TIPETIOCTaBKe W Tadke 1. BaxKM:

0 (B+5() =a-S(B+7) =a-(B+7) +a=(a f+a-)+a=a-b+(ay+a)=a-f+a S0

e IIpernocraBumo ja je 7y rpanuvad u 13 TBpheme BaxKu 3a cee 0 < ~. Tama cy 8+ v u « - vy Takohe
TPAHUYHM W Ha OCHOBY WHIYKTHBHE MpernocTaBke, Teopeme 4.1 u craBoBa 4.2 u 4.3 Baxu:

a-B+n= a¢= |J at¢=Ja-B+)=Ja B+a-d=0a-+a-y.

E<B+y E<Us, B+ §<y 5<y
Haxue, TBpheme BaxKu u 3a 7.

O

KomyTaruBHocT cabupama W MHOXKEHA, KA0 M JIECHA JUCTPUOYTUBHOCT MHOXKEHA MPEMa CAOHpamby He
Bazke, IITO IOKa3yjy cienehe nejemHakocTn:

ltw=w<w+l;, 2 w=w<<wtw=w-2; B+4) w=w<wtw=3 - w+4- w.

Taxkolje, 3a paznuky oz JsieBe perynapHocru (Tadka 7), JeCHa PErJAPHOCT He BayKu, IITO ce Buau u3 cienehux
jEeIHAKOCTH:
l4w=24w=1w=2 -w=w.

CraB 4.7 Axo je a < 3, onda nocmoju jeduncmeenu v maxas da je 3 = a + 7.

Joka3. JeauHCTBEHOCT Cjeu U3 Tadke 7. IPEeIXOJHOr CTaBa. 3a €r3UCTEHIH]y jé JOBOJbHO IIPUMETUTH Ja
v = type(B \ «) 3a10B0/baBA TPAKEHY jEIHAKOCT. O

IIpenxoauu cras onpasnasa ciaenehy nedunummjy.



Hedbununuja 4.2 Axo je a < 5, pasaura opdunanra B u « je jeduncmeenu opdunan v maxas da je 8 = a+-.
Osy pasauky o3aHwasamo ca 3 — .

Crenehu craB roBopu 0 dewerby ca OCNAMKOM.
CraB 4.8 Axo cy a > 0 u 8 opdunanu, onda nocmoje jedurncmeenu v u § maxeu da je
b=a-v+4§ I<a.

Joka3. JeanHCTBEHOCT ClIeW HEMOCPETHO W3 CTPOTe MOHOTOHOCTHM APUTMETHYKWX OIMepalfja Mo JIpyroj
npomensbuBoj. Jokazkumo ekrsucrenimjy. Ckyn {€ : « - & < S} je HenpasaH, ma ¥HEroB CymnpemyMm v, 360r
HEIPEeKUIHOCTH, Takohe 3amoBosbaBa « -y < B. Caza je nedunncano u 6 = § — a - y. OBako oapehenu v u §
3a/10BOJhABA]Y TPaKeHe YCJIOBE. g

CraB 4.9 Axo cy a > 1 u > 0 opdunasru, onda nocmoje jeduncmeenu v, § u & maxeu da je
B=a"-+¢& 0<i<a €E<a’.

Joka3. JennHCTBEHOCT CJIeIM W3 MOHOTOCTM apUTMETHYKHX onepanuja. Jlokaxkmumo ersucreniujy. Ckyn
{n : a" < B} je HenpasaH, 11a HETOB CYyIPEMYM 7, 300 HEIPEKUTHOCTH, 3300B0jbaBa o < B. AKo mogesmmMo
£ ca o ca octaTkoMm, mOOHjaMO

B=a"-04+¢ €E<a.

36or pedunuimje v mopa 6utu u 0 < § < a. 0

Y UpeaxoiHoOM craBy, ako cy «, 3 € w, umamo ciaeiehe dopmyie:

v =|log, B], ¢6=|B/a"|, &=B-a-é.

¥YBenumo cafa IpOAyKeHe cyMe H mpou3soje opauuansa. Heka cy ag (§ < () DpOM3BO/PHE OpAHHAJM.
Ckyn U5 <B {&} x ag je mobpo ypeljen nexcukorpadekum moperxoM. Hexka je Hz <pQ¢ CKYII CBH IIPECTHKABAbA
f:8— U£<l3 a¢ TakBEX Ja je f(§) € ag 3a cBe £ < fu maje ckyn {§ < B : f(§) # 0} xomauan. Axo je
f(&) < g(&) 3a mejrehin € < 3 3a koju ce dynkunje f,g € HZ<504£ Pa3IuKyjy, OHIa KaxkeMo J1a je f Mambe Ol
g u immemo f < g. Jlako ce moka3yje ma je < mobpo ypebheme Ha ngiag.

Hedununuja 4.3
1. Z§<ﬁ Qg = type(U§<ﬁ{§} X ag);
2. [lecpae = type(H2<Ba£, <).

Henocpenpo cienp na je Z£<2 ac=0p+a1u H£<2 Qg = - Q1, KAO I Z£<ﬁa =a-Bun HE<5a =aP.
Crenehu craB ce ogHOCH Ha PEKYP3UBHO PAYyHAE MPOIYXKEHUX CyMa W MPOU3BOJA W JIOKA3yje Ce CIAUIHO
Teopemu 4.1.

Cras 4.10
1. Z§<00‘§:07 Z§<5+1agzzg<ﬁa§+a5, Z£<wa5:UB<'yZ§<6a5 (3a epanunan v);
2. H§<Oa5:1, H§<B+1a5:H£<ﬁa§~a57 HE<7a§:Uﬁ<’yH£<BO‘§ (3a epanunan ).

Canvno HAIOMeHH KOJI PeKyP3UBHOT PATyHamha CTETIICHOBAbA, TAIKa, 2. MEIXOTHOT CTaBa BaxKu 3a o > 0.
ITomohy mojMoBa yBeJieHUX y OBOM OfieJbKy MoOxKeMmo gedunucarn npeciankasama I' 1 ON x ON — ON na
cnenehn nagun:

24+ D)+ a <
[(a, B) = { 2ee<pl6 )+ o, s
Yecalé 2+ ) +a+B a>p
Huje remko nokasaru na je I' 6ujekunja (ugern Ha npumep [3]). Hdakie, I' nedbunnrne 106po ypeherme na

ON x ON uwnju je Tunt ON. Osne waBogumo ' uncro kao kypuosurer. Ha ciauru 1 je rpaduyakn nmpuka3ano
kako I' ypebhyje mapoBe HeKMX MamHUX Op/UHAJIA.



ON

Ciouka 1: @ynkiuja I

5 Enwuaor

Wcrakanmo nBa 3Ha9ajHA MECTa, HA KOJUMAa OPIWHAJM UTPajy OUTHY yIory. JacHO je Ja OpAWHAJIN TpEeICTaBII-
jajy yoruiremwe npupoaaux 6pojeBa Kao peauux (opauHanuux) 6pojesa. MeljyTum, oHu ce MOI'Y HCKOPUCTUTU
¥ 3a YOIINTenhe MPUPOTHUX OpojeBa Kao KapamHaaHumx OpojeBa. Mebhy ckymoBuma moxkeMmo meduHECATH
peJianujy ucrodbpojHocTu ~ Ha ciaegehu npupogan nadud: X ~ Y akko nocroju dbujekumja f @ X — Y.
Henocpenno ce mpoepaBa 7a je oBO pesnanuja ekBuBasenmuje. [lormemajMo Hajmpe Kako ce OHA MOHAIIA, HA
opaunasiuma. Kowaunu opaunan (Tj. oHaj Koju je Mamu o w) je ucrobpojan camo ca camum cobom. Kom
GECKOHAYHIX® OpAMHATA OBO HHUje CIydaj; HA OpPHMep, HHje TEIIKO IIOKA3ATH 13 je w ~ w + 1. Mehyrum,
MOKe ce TIOKa3aTh Ja 33 CBAKO a MocToju > « TaKBO Ja je 5 o0 «; ako je [ HajMamu TakaB, OHJA Cy CBU
opIuMHATH U3 CKyna [, 3) mcTobpojuu. Jlakme, opauHante MOXKeMO TOIeNUTd Ha caeaeln HadwuH:

ON = U{n}U U [we, we+1),

n<w £€ON

TTPU 9eMy Cy OpJMHAJHN y CBAKOM M3BOjEHOM CKYITy MCTOOPOjHU W PABIMUNTH CKYMOBH HEMAjy MCTOOPOJHMX
enemenara. IIpwpoaHO je cajma W3 CBAKOT O] TPEJXOIHUX CKYMOBA, M3/IBOJUTH HAJMAU €JIEMEHT W HA3BATH
ra kapouraarum 6pojem UIN KapOUHAAOM; OH TIPEJICTaB/ba OPOj eJIeMeHATa CBAKOr OJ OpAuHAJIa (M CBAKOD
CKyIIa) U3 CBOje Kjace eKBHBaJ€HNUje y onHocy Ha ~. Hamomenmmo ma xopucTumo u 03HaKY Ne = we Kazaa
xoheMo za HarlackumMo Jia je y nuramwy (6eckoHaunu) KapauHad. AKO [IPETHOCTaBUMO jOLI U aKCUOMY u300pa,
OHJIa C€ CBAKHU CKYT MOKe J00pO ypeauTn, a cBaku n00po ypehen ckym je m3omopdan HEKOM OpAWHAJY, IIITO
3HAYM JIa je TOoJa3Hu CKyI MCToOpojaH ca HekuM opamHaiaoM. Caza je jacHO Ja cBakOM CKymy X MOYKeMO
IPJAPYKUTH JeJUHCTBEHN KapauHa | X | Koju je ca mwuMm ucToOpOjaH; 0Baj KapAUHAJ je 6poj eleMeHaTa Uju
kapdunaanocm ckyma X. akie, 6poj ereMeHaTa HEKOT CKyIla je jemaH on kKapauuama n (n < w) mim Ng
(£ € ON); y upBoM ciryuajy CKyll je KoHa4aH (KOHAYHU KapAMHAIK), a Y APyroM je 6eckonaydan (6eCKOHAYHM
kapaunanu). Huje remko nokasaru ga je I'lwe X we] = we 3a cse €, na opasue caequ ga je | X x X| = |X]| 3a
cBe DeckoHavHe CKymoBe X .

4Hasname hemo mogpasyMeBaTn akCHOMY GECKOHAIHOCTH.



Jlpyro MecTo HA KOME Ce OpAWHAJIN TPUPOIHO jaB/bajy je Kom dobpo 3acnosanuxr penanuja. One cy
HEIIOCPEIHO YOIIITeke 100puX ypehema - TO Cy pejainuje KOJ KOjUX CBAKW HEMpa3aH CKYyI CAIpPKU MUH-
nmasian emement. Jlakje, mobpa ypebema cy mo0po 3acHoBana JmuHeapHa ypehema. 3HAdYajHO je TO MITO
J00po 3acHOBaHE peJalinje JOMyINTajy peKyp3uBHe gedunummje. Moxe ce mepunncarn ciegeha pekyp3uBHA
dyuknuja 3a 106po 3acHoBany penanujy R:

rank(a) = U{rank(:z:) +1: zRa};

oBa (YHKIHja ce HA3WBA paHe, IbeHe BPEIHOCTHU Cy OpAMHAIN U OHA je ctporo pactyha. Ona mpupomHo aesn
ememente Ha HuBOE lvl, = {z : rank(z) = a}; axo je z € Ivl, u f < a ouna mocroju y € lvlg u HU3 Yo ... Yy
TakaB 1a je zRyoRy1 R ...y, Rr. Hamomenumo jomr na ako 3a mary penanwmjy moctoju pacryha dyukimja c
Bpeanocruma y ON, Ta peranumja je 706po 3acHOBaHA.

IIperxosna mpuda mposa3u W 3a pefalnpje Hall KJIacaMma, IPU IeMY Ce MOpPa JOMATH jOII jeJaH YCJIOB,
Jla je pesiainja CKYIMOBHOT TWma: 3a cBe a je {x : xRa} ckym. Axcmoma mobpe 3acHoBanocTn teopuje ZF
je exBHBaJIeHTHA TBphemy na je € mob6po 3acHoBana. Byayhu na je € TpUBHjagHO CKYIOBHOT THIA, aKO
MPETIIOCTABUMO aKCHOMY J00pe 3aCHOBAHOCTH, CBAKOM CKYILY je TPUAPY2KEH IHeroB panr y penanuju €. Tama
Mozkemo Jedunucarn davummjy V, = {z : rank(r) < a} (a € ON) koja sagosomasa V = J,con Vo (V je
KJaca cBux ckyuosa). OBa dbamuiuja ce Ha3UBa KYMYAamueHom cujepaprujom. OHa ce MOXKe OIUCATU U HA
caemehy HAYWH, PEKYP3WBHO MO WHAEKCHUM ODJMHATINMA!

Vo=0; Va1 =P(Vp); V,= U Vs (3a rpanngan 7).
B<y
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