
MATEMATIQKI FAKULTET

U BEOGRADU

SEMINARSKI RAD

ORDINALI I ORDINALNA ARITMETIKA

supervizor: student:

Matej Mili�evi� Obrad Kasum

BEOGRAD, 2017.



Sadr�aj

1 Prolog 1

2 Ordinali 1

3 Dobra ure�e�a 4

4 Ordinalna aritmetika 5

5 Epilog 9



1 Prolog

U ovom radu �emo rade�i unutar teorije ZF− − Inf1 uvesti osnovne pojmove i dokazati elementarna
tvr�e�a u vezi sa ordinalima. Ovo je mogu�e uqiniti i u slabijoj teoriji (videti na primer [1]), ali
nam to ovde nije od znaqaja. Navodimo najpre neke pomo�ne pojmove i neka �ihova svojstva.

Definicija 1.1 Skup je tranzitivan ako je svaki �egov element ujedno i �egov podskup.

Definicija 1.2 S(x) = x ∪ {x}.

Jasno je da va�i S(x) = S(y)→ x = y. Slede�i stav se dokazuje neposredno.

Stav 1.1

1. Ako su elementi skupa X 6= ∅ tranzitivni skupovi, onda su i
⋃
X i

⋂
X tranzitivni.

2. Ako je x tranzitivan, onda je i S(x) tranzitivan.

Definicija 1.3 Parcijalno ure�e�e R skupa A je dobro ako svaki neprazan podskup skupa A sadr�i
R-minimum.

Svako dobro ure�e�e je linearno: elementi x i y su uporedivi jer {x, y} sadr�i najma�i element.
Jasno je da je ure�e�e izomorfno dobrom ure�e�u tako�e dobro.

2 Ordinali

Definicija 2.1 Ordinal je tranzitivan skup dobro ure�en relacijom ∈. Klasa svih ordinala se
oznaqava sa ON.

Za oznaqava�e ordinala se uobiqajeno koriste mala grqka slova (α, β, γ, δ, ζ, η, ξ...). U ovom
smislu, reqenica oblika ∀αφ(α) ima znaqe�e ∀x(x ∈ ON⇒ φ(x)), i sliqno.

Stav 2.1 Za svaki ordinal α va�i α 6∈ α.

Dokaz. Ako bi bilo α ∈ α, onda bi α bio element ordinala koji je ma�i od samog sebe u relaciji
poretka ∈, xto nije mogu�e. �

Stav 2.2 Svaki element ordinala je ordinal. Drugim reqima, klasa ON je tranzitivna.

Dokaz. Neka je α dati ordinal i x ∈ α. Iz tranzitivnosti α sledi da je x ⊆ α, pa je x dobro ure�en
relacijom ∈. Doka�imo jox da je x tranzitivan. Neka je y ∈ x proizvo	an. Tada je y ∈ α, pa za svako
z ∈ y va�i z ∈ α i z ∈ y ∈ x, odakle je z ∈ x jer je ∈ poredak na α. Dakle, y ⊆ x. �

U predhodnom tvr�e�u smo pokazali da α ∈ ON ⇒ α ⊆ ON. Obratno va�i uz dodatni uslov da je
α tranzitivan. Ovo �emo pokazati u stavu 2.6.

Stav 2.3 Za ordinale α i β je α ⊆ β akko α ∈ β ili α = β.

Dokaz. Implikacija (⇐) sledi iz tranzitivnosti ordinala. Doka�imo (⇒). Pretpostavimo da je
α 6= β. Tada je β \ α 6= ∅, pa sadr�i ∈-minimum γ. Sada ako x ∈ γ, va�i x ∈ β (jer γ ∈ β) i x 6∈ β \ α
(jer je γ ∈-minimalan), pa je x ∈ α, tj. γ ⊆ α. S druge strane, ako x ∈ α, onda je po pretpostavci
x ∈ β, pa su x i γ ∈-uporedivi. Ako bi bilo γ ∈ x ili γ = x, onda bi va�ilo γ ∈ α (jer x ∈ γ), xto je
netaqno po definiciji γ. Zak	uqujemo da je x ∈ γ. Sada imamo i α ⊆ γ, pa je α = γ ∈ β. �

1Ova teorija se sastoji od aksioma praznog skupa, ekstenzionalnosti, para, unije, partitivnog skupa i shema sepa-

racije i zamene; dakle, od ZF aksioma nisu uk	uqene samo aksiome beskonaqnosti i dobre zasnovanosti.
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Teorema 2.4 Klasa ON je dobro ure�ena relacijom ∈. Drugim reqima, va�i:

1. ∈ je irefleksivna na ordinalima, tj. ∀α(α 6∈ α);

2. ∈ je tranzitivna na ordinalima, tj. ∀αβγ(α ∈ β ∧ β ∈ γ ⇒ α ∈ γ);

3. svaki neprazan podskup klase ON sadr�i ∈-minimum.

Dokaz.

1. Sledi iz stava 2.1.

2. Sledi iz tranzitivnosti ordinala.

3. Ako je x ⊆ ON neprazan skup, neka je α ∈ x proizvo	no. Ako je α ∩ x = ∅, onda je α = min∈ x;
inaqe min∈ x = min〈α,∈〉(α ∩ x).

�

Kada radimo sa ordinalima, umesto ∈ koristimo i oznaku <. �oj odgovaraju�a relacija 6 je ⊆
(stav 2.3).

Stav 2.5 ON je prava klasa, tj. ne postoji skup svih ordinala.

Dokaz. Pretpostavimo da je ON skup. Tada je na osnovu stava 2.2 i teoreme 2.4 ON ordinal. Sada je
ON ∈ ON, xto je u kontradikciji sa stavom 2.1. �

Stav 2.6 Tranzitivan skup ordinala je ordinal.

Dokaz. Skup x ⊆ ON je dobro ure�en relacijom ∈ na osnovu teoreme 2.4, pa ako je jox i tranzitivan,
on je po definiciji ordinal. �

Stav 2.7

1. Ako je X skup ordinala, onda je
⋃
X ordinal i va�i

⋃
X = supX.

2. Ako je X neprazna klasa ordinala, onda je
⋂
X ordinal i va�i

⋂
X = minX.

Dokaz.

1.
⋃
X je podskup klase ON, koji je tranzitivan na osnovu stava 1.1, pa je on ordinal na osnovu 2.6.

Za α ∈ X je α ⊆
⋃
X, pa je

⋃
X majoranta za X. S druge strane, ako je β majoranta skupa X,

onda je β ⊇ ξ za sve ξ ∈ X, pa je β ⊇
⋃
ξ∈X ξ =

⋃
X. Ovim je dokazano da je

⋃
X = supX.

2.
⋂
X je skup ordinala koji je tranzitivan prema stavu 1.1, pa je on ordinal. Ostatak sledi ako

doka�emo da X ima minimum. Neka je α ∈ X proizvo	an. Ako je α∩X prazan, onda je α tra�eni
minimum. Inaqe, tra�eni minimum je min(α ∩X), koji postoji na osnovu teoreme 2.4.

�

Posledica predhodnog stava je slede�a teorema koja predstav	a znqajnu tehniku za dokaziva�e
tvr�e�a za ordinale. Ona se obiqno naziva transfinitna indukcija.

Teorema 2.8 Svaka neprazna potklasa klase ON ima najma�i element.

Ovo tvr�e�e se mo�e formulisati i u slede�em obliku. Ako je P svojstvo koje mogu imati ordinali
i ako va�i

(∀ξ < α)P (ξ) ⇒ P (α)

za sve α, onda P va�i za sve ordinale. Ovo va�i jer bi minimum klase {α ∈ ON : ¬P (α)} oqigledno
doveo do kontradikcije, pa po predhodnoj teoremi ta klasa mora biti prazna.
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Stav 2.9 Ako je α ordinal, onda je i S(α) ordinal. Va�i α < S(α) i ∀γ[γ 6 α⇔ γ < S(α)].

Dokaz. S(α) je tranzitivan prema stavu 1.1 i va�i S(α) ⊆ ON, pa je on ordinal. Ostatak sledi
neposredno. �

S(α) je sledbenik ordinala α. Sve nenula ordinale delimo na one koji su sledbenici nekog ordinala
i na one koji to nisu.

Definicija 2.2

1. Ordinal α je sledbenik ako je α = S(β) za neko β.

2. Ordinal je graniqni ako nije nula i nije sledbenik.

3. Ordinal α je prirodan broj ako su svi β 6 α nula ili sledbenik.

0 = ∅ je najma�i ordinal i prirodan broj. 1 = S(0) = {0}, 2 = S(1) = {0, 1}, 3 = S(2) = {0, 1, 2} su
prirodni brojevi i samim tim sledbenici. Postoja�e graniqnog ordinala je ekvivalentno aksiomi
beskonaqnosti.

Definicija 2.3 ω = {n : n je prirodan broj}

Kao u predhodnoj definiciji, za oznaqava�e prirodnih brojeva obiqno koristimo mala latiniqna
slova m, n, p... Klasa ω svih prirodnih brojeva mo�e biti prava klasa. Kasnije �emo pokazati da je
tvr�e�e da je ω skup ekvivalentno aksiomi beskonaqnosti.

Stav 2.10 Ako je n prirodan broj, onda je i S(n) prirodan broj i svi α < n su prirodni brojevi.

Dokaz. Za sve β 6 S(n) je β 6 n ili β = S(n). Poxto je n prirodan broj, ovakav β mora biti nula
ili sledbenik. Ako je α < n, onda za sve β 6 α va�i β < n, pa ovakav β mora biti nula ili sledbenik
jer je n ∈ ω. �

Teorema 2.11 Sede�i iskazi su ekvivalentni.

1. Postoji graniqni ordinal.

2. ω je skup.

Dokaz.

(1⇒ 2) Neka je λ najma�i graniqni ordinal. Tada su svi ordinali ma�i od λ prirodni brojevi (jer
ispod λ nema graniqnih ordinal), a nijedan prirodan broj ne mo�e biti ve�i od λ (jer je λ
graniqan), pa je λ = ω.

(2⇒ 1) Ako je ω skup onda je, prema predhodnom stavu, on tranzitivan skup ordinala, pa je i sam ordnial.
ω > 0 i S(n) < ω za sve n < ω (predhodni stav), pa je ω graniqni ordinal.

�

Dakle, tvr�e�e da je ω skup je ekvivalentno aksiomi beskonaqnosti. Iz dokaza predhodne teoreme
neposredno sledi slede�e tvr�e�e.

Teorema 2.12 Ako va�i aksioma beskonaqnosti, ω je najma�i graniqni ordinal.

Kasnije �emo pokazati da iz aksiome beskonaqnosti sledi da za svaki ordinal postoji ve�i gra-
niqni ordinal (teorema 4.5).
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Stav 2.13

1. α = S(β) akko β je ∈-maksimalan u α.

2. Za sldbenik α va�i α = S(
⋃
α).

3. Za graniqni α va�i α =
⋃
α.

4. Za sve α va�i
⋃
α 6 α 6 S(

⋃
α).

Dokaz.

1. Neposredno se proverava.

2. Ako je α = S(β), onda iz 1. sledi
⋃
α = supα = β.

3. Ako je α graniqan, onda iz 1. sledi da za svako β < α, postoji γ < α za koje va�i β < γ. Sada je
jasno da je α =

⋃
α.

4. Sledi iz 2. i 3.

�

Dajemo selede�u formulaciju metoda indukcije koja se vrlo qesto koristi u praksi. Neka je P
svojstvo koje mogu imati ordinali. Ako va�i:

1. P (0);

2. P (α)⇒ P (S(α));

3. (∀β < γ)P (β)⇒ P (γ) za graniqne γ;

onda je P (α) za sve ordinale α.

3 Dobra ure�e�a

U ovom ode	ku �emo pokazati da je svako dobro ure�e�e izomorfno taqno jednom ordinalu. Drugim
reqima, ordinalima je odre�ena kanonska reprezentacija dobrih ure�e�a.

Stav 3.1 Ako je f : α→ β izomorfizam ure�e�a 〈α,<〉 i 〈β,<〉, onda je f identiqko preslikava�e i
α = β.

Dokaz. Dovo	no je dokazati da je f = idα. Pretpostavimo suprotno. Tada je {ξ < α : f(ξ) 6= ξ} 6= ∅.
Neka je γ �egov minimum. Tada f(ξ) = ξ za sve ξ < γ, pa je f(γ) > γ. Sada je za neko δ < α
f(δ) = γ < f(γ), odakle sledi da je δ < γ, pa je f(δ) = δ, xto je kontradikcija jer je leva strana
jednaka γ, a desna strogo ma�a od γ. �

Dakle, izomorfni ordinali su jednaki, a jedini automorfizam nekog ordinala je identiqko pres-
likava�e. Na sonovu ovoga sledi i da je izomorfizam izomorfnih dobrih ure�e�a jedinstven.

Teorema 3.2 Za svako dobro ure�e�e 〈A,R〉 postoji jedinstveni ordinal α takav sa je 〈A,R〉 ∼= 〈α,<〉.

Dokaz. Jedinstvenost sledi na osnovu predhodnog stava. Neka je a ↓= {x ∈ A : xRa}. Tada je a ↓ dobro
ure�en relacijom R. Neka je B skup svih a ∈ A takvih da je 〈a ↓, R〉 izomorfno nekom (jedinstvenom)
ordinalu ξa. Tada je α = {ξa : a ∈ B} tranzitivan skup ordinala, pa je i sam ordinal. Ako bi bilo
A \ B 6= 0, minimum m ovog skupa bi zadovo	avao m ↓= B, pa bi va�ilo 〈m ↓, R〉 ∼= 〈α,<〉, odnosno
m ∈ B, xto je kontradikcija. Dakle, A = B i 〈A,R〉 ∼= 〈α,<〉. �
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Definicija 3.1 Jedinstven ordinal izomorfan dobrom ure�e�u 〈A,R〉 naziva se tipom tog ure�e�a
i oznaqava se sa type(A,R) ili type(A).

Stav 3.3 Ako je A dobro ure�en relacijom R i X ⊆ A, onda je i X dobro ure�en relacijom R i va�i
type(X) 6 type(A).

Dokaz. Dovo	no je dokazati tvr�e�e za A = α ∈ ON i R =∈. Jasno je da R dobro ure�uje X. Neka
je f : X → β izomorfizam ure�e�a. Pretpostavimo f(ξ) > ξ za neko ξ ∈ X. Neka je ξ najma�i takvo.
Tada je za sve η < ξ zadovo	eno f(η) 6 η < ξ < f(ξ), odnosno ξ ∈ β \f [X], xto je kontradikcija. Dakle,
va�i f(ξ) 6 ξ za sve ξ ∈ X. Sada je jasno da je β 6 α. �

4 Ordinalna aritmetika

Za dva ordinala α i β skupovi {0}×α∪ {1}× β i β ×α su dobro ure�eni leksikografskim poretkom.
Da	e, neka je F (α, β) skup svih preslikava�a f : β → α za koja je skup {ξ < β : f(ξ) 6= 0} konaqan2.
Neka je f / g za f, g ∈ F (α, β) ako je f(ξ) < g(ξ) za najve�i ξ < β za koji je f(ξ) 6= g(ξ). Lako se pokazuje
da je / dobro ure�e�e skupa F (α, β). Sada mo�emo da definixemo operacije ordinalne aritmetike.

Definicija 4.1

1. α+ β = type({0} × α ∪ {1} × β);

2. α · β = type(β × α);

3. αβ = type(F (α, β), /).

Slede�a teorama opisuje kako se ove relacije raqunaju rekurzivno. U ovom radu nismo dokazivali
teoremu o rekurziji za klasu ON, ali kada je ona dokazana, naredno tvr�e�e mo�e da poslu�i kao
definicija ordinalnih operacija. Tako�e, rekurzivna karakterizacija operacija nam omogu�ava da
tvr�e�a o �ima lakxe dokazujemo indukcijom.

Teorema 4.1

1. α+ 0 = α; α+ S(β) = S(α+ β); α+ γ =
⋃
β<γ α+ β (za graniqan γ).

2. α · 0 = 0; α · S(β) = α · β + α; α · γ =
⋃
β<γ α · β (za graniqan γ).

3. α0 = 1; αS(β) = αβ · α; αγ =
⋃
β<γ α

β (za graniqan γ).

Dokaz. Dokaza�emo samo 1. jer se ostali sliqno dokazuju. α + 0 = α je jasno. Neka je f : {0} × α ∪
{1} × β → α+ β izomorfizam. Tada je sa

g(i, ξ) =

{
f(i, ξ), (i = 0 ∧ ξ < α) ∨ (i = 1 ∧ ξ < β)
α+ β, i = 1 ∧ ξ = β

definisan izomrfizam g : {0}×α∪{1}×S(β)→ S(α+β), xto znaqi da je α+S(β) = S(α+β). Ako je
γ graniqan i fβ : {0}×α∪{1}×β → α+β izomorfizam za β < γ, onda je fβ2 � ({0}×α∪{1}×β1) = fβ1

za β1 < β2 < γ. Sada je sa f =
⋃
β<γ fβ korektno definisan izomrfizam izme�u {0} × α ∪ {1} × γ i⋃

β<γ α+ β, odnosno α+ γ =
⋃
β<γ α+ β. �

Specijalno iz predhodne teoreme sledi da je α+ 1 = S(α), α ·1 = α i α1 = α. Taqka 3. u predhodnoj
teoremi va�i ako je α 6= 0. Inaqe je 00 = 1, a 0β = 0 za β > 0; predhodni rekurzivi raqun bi dao
0β = 1 za β = 0 i β graniqan, a 0β = 0 u protivnom.

2Skup x je konaqan ako postoji prirodan broj n i bijekcija f : x → n. Mo�e se pokazati da je ordinal konaqan akko je

prirodan broj. Konaqnox�u se ovde ne�emo deta	nije baviti, ali pretpostav	amo osnovne osbine kao poznate. Videti

jox i epilog.
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Stav 4.2 Neka su α i βi (i ∈ I 6= ∅) ordinali. Tada va�i:⋃
i∈I

(α+ βi) = α+
⋃
i∈I

βi,
⋃
i∈I

(α · βi) = α ·
⋃
i∈I

βi,
⋃
i∈I

(αβi) = α
⋃
i∈I βi .

Dokaz. Doka�imo samo prvu jednakost, ostale se dokazuju sliqno. Neka postoji βi0 maksimalan me�u
βi. Tada je α+ βi0 maskimalan me�u ordinalima α+ βi i va�i⋃

i∈I
(α+ βi) = α+ βi0 = α+

⋃
i∈I

βi.

U protivnom, ako me�u βi nema maksimalnog,
⋃
i∈I βi je graniqan i va�i

α+
⋃
i∈I

βi =
⋃

ξ<
⋃
i∈I βi

(α+ ξ) =
⋃
i∈I

(α+ βi).

Posled�a jednakost sledi iz qi�enice da je ξ <
⋃
i∈I βi akko je ξ < βi za neko i ∈ I, kao i svojstva

monotonosti sabira�a po drugom sabirku, koje neposredno sledi iz definicije. �

Predhodni stav govori o neprekidnosti ordinalnih operacija po drugoj promen	ivoj. Operacije
nisu3 neprekidne po prvoj promen	ivoj, xto pokazuju slede�i primeri:⋃

n<ω(n+ 2) = ω < ω + 2 = (
⋃
n<ω n) + 2;⋃

n<ω(n · 2) = ω < ω · 2 = (
⋃
n<ω n) · 2;⋃

n<ω(n2) = ω < ω2 = (
⋃
n<ω n)2.

Slede�i stav govori o ve� korix�enoj monotonosti aritmetiqkih operacija po drugoj promen	ivoj i
dokazuje se neposredno iz definicije.

Stav 4.3

1. β1 < β2 ⇒ α+ β1 < α+ β2;

2. β1 < β2 ∧ α > 0⇒ α · β1 < α · β2;

3. β1 < β2 ∧ α > 1⇒ αβ1 < αβ2 .

Kada je u pita�u monotonost po prvoj promen	ivoj va�i slede�i, nexto slabiji, stav.

Stav 4.4

1. α1 6 α2 ⇒ α1 + β 6 α2 + β;

2. α1 6 α2 ⇒ α1 · β 6 α2 · β;

3. α1 6 α2 ⇒ αβ1 6 α
β
2 .

Dokaz. Tvr�e�e sledi neposredno iz definicije. Na primer, u prvom sluqaju je {0}×α1 ∪ {1}× β ⊆
{0} × α2 ∪ {1} × β, odakle sledi odgovaraju�a nejednakost. �

Primer α1 = 2 < 3 = α2 i β = ω pokazuje da ovde ne va�i stroga monotonost:

ω = 2 + ω = 3 + ω = 2 · ω = 3 · ω = 2ω = 3ω.

3Kontra-primeri u ovom ode	ku podrazumevaju aksiomu beskonaqnosti. Ako ω ne postoji, svi ordinali su prirodni

brojevi i odgovaraju�a tvr�e�a va�e.
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Teorema 4.5 Ako va�i aksioma beskonaqnosti, graniqni ordinali su kofinalni u ON, tj. za svako
α postoji graniqni ordinal ve�i od α.

Dokaz. Na osnovu stavova 4.2 i 4.3 α+ ω je graniqni ordinal ve�i od α. �

Navedimo sada osnovna algebarska svojstva aritmetiqkih operacija.

Stav 4.6

1. (α+ β) + γ = α+ (β + γ); (α · β) · γ = α · (β · γ);

2. α · (β + γ) = α · β + α · γ;

3. αβ+γ = αβ · αγ ; αβ·γ = (αβ)γ ;

4. α+ 0 = 0 + α = α; α+ 1 = S(α);

5. α · 0 = 0 · α = 0; α · 1 = 1 · α = α;

6. α0 = 1; α1 = α; α > 0⇒ 0α = 0; 1α = 1;

7. α+ β = α+ γ ⇒ β = γ; α · β = α · γ ∧ α > 0⇒ β = γ.

Dokaz. Taqke 4, 5. i 6. slede neposredno iz definicije, a 7. iz stava 4.3. Dokaza�emo taqku 2, taqke
1. i 3. se dokazuju sliqno. Fiksirajmo α i β. Tvr�e�e trivijalno va�i za α = 0, tako da mo�emo
pretpostaviti da je α > 0. Dokaz izvodimo indukcijom po γ.

• Za γ = 0 tvr�e�e trivijalno va�i.

• Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za γ i doka�imo ga za S(γ). Na osnovu teoreme 4.1, induktivne
pretpostavke i taqke 1. va�i:

α · (β+S(γ)) = α ·S(β+ γ) = α · (β+ γ) +α = (α ·β+α · γ) +α = α ·β+ (α · γ+α) = α ·β+α ·S(γ).

• Pretpostavimo da je γ graniqan i da tvr�e�e va�i za sve δ < γ. Tada su β + γ i α · γ tako�e
graniqni i na osnovu induktivne prepostavke, teoreme 4.1 i stavova 4.2 i 4.3 va�i:

α · (β + γ) =
⋃

ξ<β+γ

α · ξ =
⋃

ξ<
⋃
δ<γ β+δ

α · ξ =
⋃
δ<γ

α · (β + δ) =
⋃
δ<γ

α · β + α · δ = α · β + α · γ.

Dakle, tvr�e�e va�i i za γ.

�

Komutativnost sabira�a i mno�e�a, kao i desna distributivnost mno�e�a prema sabira�u ne
va�e, xto pokazuju slede�e nejednakosti:

1 + ω = ω < ω + 1; 2 · ω = ω < ω + ω = ω · 2; (3 + 4) · ω = ω < ω + ω = 3 · ω + 4 · ω.

Tako�e, za razliku od leve regularnosti (taqka 7), desna reglarnost ne va�i, xto se vidi iz slede�ih
jednakosti:

1 + ω = 2 + ω = 1 · ω = 2 · ω = ω.

Stav 4.7 Ako je α 6 β, onda postoji jedinstveni γ takav da je β = α+ γ.

Dokaz. Jedinstvenost sledi iz taqke 7. predhodnog stava. Za egzistenciju je dovo	no primetiti da
γ = type(β \ α) zadovo	ava tra�enu jednakost. �

Predhodni stav opravdava slede�u definiciju.
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Definicija 4.2 Ako je α 6 β, razlika ordinala β i α je jedinstveni ordinal γ takav da je β = α+γ.
Ovu razliku ozanqavamo sa β − α.

Slede�i stav govori o de	e�u sa ostatkom.

Stav 4.8 Ako su α > 0 i β ordinali, onda postoje jedinstveni γ i δ takvi da je

β = α · γ + δ, δ < α.

Dokaz. Jedinstvenost sledi neposredno iz stroge monotonosti aritmetiqkih operacija po drugoj
promen	ivoj. Doka�imo ekgzistenciju. Skup {ξ : α · ξ 6 β} je neprazan, pa �egov supremum γ, zbog
neprekidnosti, tako�e zadovo	ava α · γ 6 β. Sada je definisano i δ = β − α · γ. Ovako odre�eni γ i δ
zadovo	avaju tra�ene uslove. �

Stav 4.9 Ako su α > 1 i β > 0 ordinali, onda postoje jedinstveni γ, δ i ξ takvi da je

β = αγ · δ + ξ, 0 < δ < α, ξ < αγ .

Dokaz. Jedinstvenost sledi iz monotosti aritmetiqkih operacija. Doka�imo egzistenciju. Skup
{η : αη 6 β} je neprazan, pa �egov supremum γ, zbog neprekidnosti, zadovo	ava αγ 6 β. Ako podelimo
β sa αγ sa ostatkom, dobijamo

β = αγ · δ + ξ, ξ < αγ .

Zbog definicije γ mora biti i 0 < δ < α. �

U predhodnom stavu, ako su α, β ∈ ω, imamo slede�e formule:

γ = blogα βc, δ = bβ/αγc, ξ = β − αγ · δ.

Uvedimo sada produ�ene sume i proizvode ordinala. Neka su αξ (ξ < β) proizvo	ni ordinali.
Skup

⋃
ξ<β{ξ}×αξ je dobro ure�en leksikografskim poretkom. Neka je

∏∗
ξ<βαξ skup svi preslikava�a

f : β →
⋃
ξ<β αξ takvih da je f(ξ) ∈ αξ za sve ξ < β i da je skup {ξ < β : f(ξ) 6= 0} konaqan. Ako je

f(ξ) < g(ξ) za nejve�i ξ < β za koji se funkcije f, g ∈
∏∗
ξ<βαξ razlikuju, onda ka�emo da je f ma�e od

g i pixemo f / g. Lako se pokazuje da je / dobro ure�e�e na
∏∗
ξ<βαξ.

Definicija 4.3

1.
∑
ξ<β αξ = type(

⋃
ξ<β{ξ} × αξ);

2.
∏
ξ<β αξ = type(

∏∗
ξ<βαξ, /).

Neposredno sledi da je
∑
ξ<2 αξ = α0 + α1 i

∏
ξ<2 αξ = α0 · α1, kao i

∑
ξ<β α = α · β i

∏
ξ<β α = αβ .

Slede�i stav se odnosi na rekurzivno raquna�e produ�enih suma i proizvoda i dokazuje se sliqno
teoremi 4.1.

Stav 4.10

1.
∑
ξ<0 αξ = 0,

∑
ξ<β+1 αξ =

∑
ξ<β αξ + αβ ,

∑
ξ<γ αξ =

⋃
β<γ

∑
ξ<β αξ (za graniqan γ);

2.
∏
ξ<0 αξ = 1,

∏
ξ<β+1 αξ =

∏
ξ<β αξ · αβ ,

∏
ξ<γ αξ =

⋃
β<γ

∏
ξ<β αξ (za graniqan γ).

Sliqno napomeni kod rekurzivnog raquna�a stepenova�a, taqka 2. pedhodnog stava va�i za αξ > 0.
Pomo�u pojmova uvedenih u ovom ode	ku mo�emo definisati preslikava�a Γ : ON × ON → ON na
slede�i naqin:

Γ(α, β) =

{ ∑
ξ<β(ξ · 2 + 1) + α, α < β∑

ξ<α(ξ · 2 + 1) + α+ β α > β
.

Nije texko pokazati da je Γ bijekcija (videti na primer [3]). Dakle, Γ definixe dobro ure�e�e na
ON×ON qiji je tip ON. Ovde navodimo Γ qisto kao kuriozitet. Na slici 1 je grafiqki prikazano
kako Γ ure�uje parove nekih ma�ih ordinala.
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Slika 1: Funkcija Γ

5 Epilog

Istaknimo dva znaqajna mesta na kojima ordinali igraju bitnu ulogu. Jasno je da ordinali predstavl-
jaju uopxte�e prirodnih brojeva kao rednih (ordinalnih) brojeva. Me�utim, oni se mogu iskoristiti
i za uopxte�e prirodnih brojeva kao kardinalnih brojeva. Me�u skupovima mo�emo definisati
relaciju istobrojnosti ∼ na slede�i prirodan naqin: X ∼ Y akko postoji bijekcija f : X → Y .
Neposredno se proverava da je ovo relacija ekvivalencije. Pogledajmo najpre kako se ona ponaxa na
ordinalima. Konaqni ordinal (tj. onaj koji je ma�i od ω) je istobrojan samo sa samim sobom. Kod
beskonaqnih4 ordinala ovo nije sluqaj; na primer, nije texko pokazati da je ω ∼ ω + 1. Me�utim,
mo�e se pokazati da za svako α postoji β > α takvo da je β 6∼ α; ako je β najma�i takav, onda su svi
ordinali iz skupa [α, β) istobrojni. Dakle, ordinale mo�emo podeliti na slede�i naqin:

ON =
⋃
n<ω

{n} ∪
⋃
ξ∈ON

[ωξ, ωξ+1),

pri qemu su ordinali u svakom izdvojenom skupu istobrojni i razliqiti skupovi nemaju istobrojnih
elemenata. Prirodno je sada iz svakog od predhodnih skupova izdvojiti najma�i element i nazvati
ga kardinalnim brojem ili kardinalom; on predstav	a broj elemenata svakog od ordinala (i svakog
skupa) iz svoje klase ekvivalencije u odnosu na ∼. Napomenimo da koristimo i oznaku ℵξ = ωξ kada
ho�emo da naglasimo da je u pita�u (beskonaqni) kardinal. Ako pretpostavimo jox i aksiomu izbora,
onda se svaki skup mo�e dobro urediti, a svaki dobro ure�en skup je izomorfan nekom ordinalu, xto
znaqi da je polazni skup istobrojan sa nekim ordinalom. Sada je jasno da svakom skupu X mo�emo
prdru�iti jedinstveni kardinal |X| koji je sa �im istobrojan; ovaj kardinal je broj elemenata ili
kardinalnost skupa X. Dakle, broj elemenata nekog skupa je jedan od kardinala n (n < ω) ili ℵξ
(ξ ∈ ON); u prvom sluqaju skup je konaqan (konaqni kardinali), a u drugom je beskonaqan (beskonaqni
kardinali). Nije texko pokazati da je Γ[ωξ × ωξ] = ωξ za sve ξ, pa odavde sledi da je |X ×X| = |X| za
sve beskonaqne skupove X.

4Nada	e �emo podrazumevati aksiomu beskonaqnosti.
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Drugo mesto na kome se ordinali prirodno jav	aju je kod dobro zasnovanih relacija. One su
neposredno uopxte�e dobrih ure�e�a - to su relacije kod kojih svaki neprazan skup sadr�i min-
imalan element. Dakle, dobra ure�e�a su dobro zasnovana linearna ure�e�a. Znaqajno je to xto
dobro zasnovane relacije dopuxtaju rekurzivne definicije. Mo�e se definisati slede�a rekurzivna
funkcija za dobro zasnovanu relaciju R:

rank(a) =
⋃
{rank(x) + 1 : xRa};

ova funkcija se naziva rang, �ene vrednosti su ordinali i ona je strogo rastu�a. Ona prirodno deli
elemente na nivoe lvlα = {x : rank(x) = α}; ako je x ∈ lvlα i β < α onda postoji y ∈ lvlβ i niz y0 . . . yn
takav da je zRy0Ry1R . . . ynRx. Napomenimo jox da ako za datu relaciju postoji rastu�a funkcija s
vrednostima u ON, ta relacija je dobro zasnovana.

Prethodna priqa prolazi i za relacije nad klasama, pri qemu se mora dodati jox jedan uslov,
da je relacija skupovnog tipa: za sve a je {x : xRa} skup. Aksioma dobre zasnovanosti teorije ZF
je ekvivalentna tvr�e�u da je ∈ dobro zasnovana. Budu�i da je ∈ trivijalno skupovnog tipa, ako
pretpostavimo aksiomu dobre zasnovanosti, svakom skupu je pridru�en �egov rang u relaciji ∈. Tada
mo�emo definisati familiju Vα = {x : rank(x) < α} (α ∈ ON) koja zadovo	ava V =

⋃
α∈ON Vα (V je

klasa svih skupova). Ova familija se naziva kumulativnom hijerarhijom. Ona se mo�e opisati i na
slede�i naqin, rekurzivno po indeksnim ordinalima:

V0 = ∅; Vβ+1 = P (Vβ); Vγ =
⋃
β<γ

Vβ (za graniqan γ).
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